chapitre 5

Langages rationnels

I Expressions réguliéres
1.1 Définitions

_Définition 1

Les expressions réguliéres sur un alphabet X sont

so0it & ;

s0it € ;

soit un caractére de X ;

soit la concaténation de deux expressions réguliéres (que I'on note e.f ou ef) ;
soit le choix de deux expressions réguliéres (que 'on note e|f).

soit I’étoile d’une expression réguliére (que I'on note ex).

vV Vv VvV VvV

Ainsi, les expressions réguliéres sont définies de maniére récursive a partir des caractéres et des
variables et de trois constructeurs (un unaire et deux binaires).

Remarque 2

1l y a a priori des parenthéses dans I'écriture d’une expression réguliére. Toutefois, en définissant
les régles de priorité étoile puis concaténation puis choix, on peut les éviter. Par exemple, abx|b
représente (a.(bx))|b.

La taille d’une expression réguliére est le nombre de caractéres de son écriture sans parenthése.

1.2 Interprétation

_Définition 3

L’opération d’interprétation L associe a une expression rationnelle sur I'alphabet Y un langage
sur le méme alphabet de maniére récursive avec les régles suivantes

> L(2) =2,

> L(e) = {e},

> pour tout x € X, L(x) = {z},

> pour toutes expressions réguliéres e et f, L(e|f) = L(e) U L(f),

> pour toutes expressions réguliéres e et f, L(e.f) = L(e)L(f),

> pour toute expression réguliére e, L(ex) = L(e)*.
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Exemple 4

L’expression réguliére ab % |b s’interpréte en ab* U b.

Remarque 5

L’interprétation ne définit pas une application injective. Par exemple, les expressions rationnelles
albb * a et bx a s’interprétent toutes les deux en le langage b*a car

aUbb'a=aUbTa= ({e}UbT)a = b*a.

_Définition 6

Deux expressions réguliéres e et f sont (sémantiquement) équivalentes si elles s’interprétent en
le méme langage, c’est-a-dire L(e) = L(f).

_Définition 7

Un langage L C X* est rationnel s’il est I'interprétation d’une expression réguliére sur I’alpha-
bet X.

Proposition 8

L’ensemble des langages rationnels sur X est la plus petite partie de X* contenant &, {¢}, {x}
pour tout x € X et stable par réunion, concaténation et passage a I’étoile.

1.3 Implémentation

type expreg=

)

| vide

| const of string

| concatenation of expreg * expreg
| choix of expreg * expreg

| etoile of expreg

B

L’expression réguliére e = a|bb  a est alors codée par

let e = choix (const "a", concatenation (concatenation (const "b",

etoile (comnst "b")), comnst "a"));;

IT Théoréme de Kleene (sens direct)

Théoréme 9 (Kleene)

Un langage rationnel est reconnaissable.

I1.1 Algorithme de Thompson

Définition 10

Un automate fini est standard s’il satisfait les conditions suivantes
> il n’y a qu’un état initial et aucune transition n’y aboutit ;
> il n’y a qu’un état acceptant et aucune transition n’en part.
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Exemple 11

L’automate suivant n’est pas standard

O

a
—(=) e
\‘
En revanche, en ajoutant un état initial et un état acceptant et des transitions instantanées
depuis ou vers ces états, on obtient

/
(——
p— a
a €
a2
_Notation 12

On notera pour simplifier les preuves les automates standards sous la forme d’une « boite noire »
avec un état initial et un état acceptant :

—~( — a o —{(

q1

Proposition 13

Tout langage rationnel est reconnaissable par un automate standard.

Preuve
On raisonne par induction structurelle.
> Les langages @, {¢} et {x} pour z € X sont reconnaissables par les automates standards suivants

~(®) O O e O

> Si deux expressions réguliéres e et f s’interprétent en des langages reconnus par les automates
standards A et B, alors le langage interprétant e|f est reconnu par 'automate standard suivant
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- (-
o= B

> Si deux expressions réguliéres e et f s’interprétent en des langages reconnus par les automates
standards A et B, alors le langage interprétant e.f est reconnu par 'automate standard suivant

ﬂij
O

> Si une expression réguliére e s’interpréte en une langage reconnu par I’automate standard A, alors
le langage interprétant ex est reconnu par ’automate standard suivant

ﬂcg@/z\ms@

Exemple 14

T

L’automate de Thompson associé a ’expression réguliére a x (a|b) est

c € €
a €

—( (0 (o)
€ € €
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I1.2 Algorithme de Glushkov

Lemme 15

Tout langage rationnel non vide est I'interprétation d’une expression réguliére n’utilisant pas le
symbole &.

Preuve

Soit L un langage rationnel non vide associée & une expression réguliére e. Procédons par induction

sur ’expression e.

» Sie=-couec X alors e n’utilise pas le symbole & et le résultat est établi.

>

> Sie=ejleg, alors L = L(ey) U L(ez). Si L(ey) est vide, alors L(ez) est non vide; par hypothése
d’induction, il existe une expression fy n’utilisant pas le symbole & telle que L = L(es) = L(f2).
Si les deux langages L(e;) et L(ez) sont non vides, il existe des expressions f; et fo n’utilisant par
le symbole @ telles que L(e;) = L(f1) et L(ea) = L(f2); par conséquent, L est 'interprétation
de l'expression réguliére f1|f2 qui n’utilise pas le symbole &.

> Sie = ejeq, alors L = L(ey)L(ez). Sil'un des langages L(ey) ou L(ez) était vide, alors L(e) serait
vide. Ainsi, les deux langages L(e1) et L(es) sont non vides donc, hypothése d’induction, il existe
des expressions f; et fs n’utilisant par le symbole & telles que L(e1) = L(f1) et L(ea) = L(f2);
par conséquent, L est I'interprétation de ’expression réguliére f; fo qui n’utilise pas le symbole &.

> Sie=eyx, alors L = L(ey)*. Si L(ey) est vide, alors L = L(e); sinon, il existe une expression f;
n’utilisant pas le symbole & telle que L(e;) = L(f1) et donc L est 'interprétation de ’expression
réguliére fix qui n’utilise pas le symbole @.

Lemme 16

Soit e une expression réguliére qui n’utilise pas le symbole &. Alors il existe une expression
réguliére f qui n’utilise ni &, ni € telle que e est équivalente & f ou a e|f.

Preuve

Procédons encore une fois par induction.

» Si e € X, alors le résultat est établi.

>

> Si e = eq]eg, alors, on applique ’hypothése d’induction & e; et ez et on calcule des expressions
équivalentes de la forme voulue pour e. Plus précisément, si f1 et fo sont des expressions réguliéres
qui n’utilisent ni &, ni ¢, alors e est équivalente &

led\e2] o | elfe |
f1 f1\f2 €|(f1|f2)
elf1 |lel(f1lf2)|el(f1lf2)

> Si e = ejeq, alors on procéde & I'identique et on obtient les formes équivalentes suivantes

le\eo| fo ] elfa \
fi || fife f1lfife
elfy || fol frfalel(filfal f1f2)

> Si e = eyx, alors il existe une expression réguliére f; qui n’utilise ni @, ni € telle que e; est
équivalente & f1 ou & €| f;. Dans les deux cas, e est équivalente & fi*.

|
Passons a l'algorithme de Glushkov.
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Proposition 17

Il existe un automate qui reconnait le langage rationnel associé a une expression réguliére sans
@, ni €.

Preuve
Soit e une expression réguliére sur l'alphabet X sans &, ni € et x1,..., x, les lettres de X' dans
Pordre d’apparition lors de la lecture de e de gauche & droite (par exemple, pour e = a.(alb)*,
1 = x93 = a, 3 = b). Considérons automate (Q = {qo,--.,aqn}, {qo}, F,J) défini par
> F' est I’ensemble des états g; tel que le caractére x; termine un mot du langage associé a e.
> pour tous 4,5 € [1,n], 6(¢;,x;) = ¢; dés que le facteur z;z; peut apparaitre dans un mot du
langage associé a e.
> pour tout ¢ € [1,n], (o, x;) = ¢; dés que le caractére x; commence un mot du langage associé
ae.
|
Exemple 18

L’automate de Glushkov associé a expression réguliére a * (a|b) est

Remarque 19

L’algorithme de Glushkov a un avantage important sur l’algorithme de Thompson ; le nombre
d’états est fixé par avance : n+1 ot n est le nombre de caractéres apparaissant dans I’expression.
En revanche, la construction de I'automate est plus délicate.

IIT Théoréme de Kleene (sens retour)

Théoréme 20 (Kleene)

Un langage est rationnel si, et seulement si, il est reconnaissable.

Remarque 21

En fait, nous avons déja vu comment obtenir le langage reconnu par un automate.
> On écrit les équations reliant les langages L, = {m € X*, §*(¢,m) € F} des mots
acceptants depuis I’état q.
> On applique le lemme d’Arden pour résoudre ce systéme d’équation.

I11.1 Algorithme d’élimination de Brzozowski-McCluskey

On décrit ici un algorithme qui permet de déterminer un expression réguliére correspondant au
langage reconnu par un automate standard.
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> On standardise 'automate en ajoutant au besoin un état initial et final (voir I’algorithme de
Thompson pour un exemple).

> On considére chaque transition étiquetée avec une expression réguliére (et donc pas seulement
avec des caractéres ou €) puis on fusionne les transitions entre deux mémes états.

> On élimine chaque état autre que ’état initial et 1’état final. Pour éliminer un état g1, on considére
tout couple (qo,g2) tel qu’il existe une transition de qo vers ¢; (étiquetée avec l’expression e) et
une transition de ¢; vers ¢ (étiquetée avec ’expression g¢); notons f Iexpression de 'éventuelle
transition de ¢ vers ¢ et h I'expression de ’éventuelle transition de gg vers go. On crée alors lors
de l’élimination de ¢; (et des transitions associées) une transition de go vers go étiquetée ef * g|h.

h

e g
qo q1

ef xglh

> L’expression réguliére étiquetant la transition entre I’état initial et I’état final s’interpréte en le
langage reconnu par I’automate initial.

Exemple 22
Appliquons cet algorithme a 'automate suivant.
a
a €
€ b
On standardise
a
a €
—()—— (o) Ons
€ b
On supprime q; en considérant les couples d’états (qo,q0), (90, 42), (92, 62) et (g2, qo)-
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On supprime g2 en considérant les couples d’états (qo,qo) et (o, qr)

a(alb) x bla

~() 8 o

On supprime qo en considérant le couple d’états (qr,qr)

H@ (a(alb) x bla) x aalb)x

On a donc obtenu 'expression réguliére (a(a|b) * bla) x a(a|b)*.

Si on avait éliminé les états dans lordre o, qo puis g1, on aurait trouvé I’expression (équivalente)
a(a* bla) * ax.

Remarquons que ces deux expressions restent trés complexes puisque le langage reconnu est
simplement aX* donc est décrit par I'expression réguliére a(a|b)x.

a0
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IV Exercices

Exercice 50

La hauteur d’étoile d’une expression e est 'entier h(e) défini récursivement & partir des régles

suivantes
> h(2)=0
> h(e) =0
> pour tout x € X, h(zx) =0
> pour toutes expressions réguliéres e et f, h(e|f) = max{h(e), h(f)}
> pour toutes expressions réguliéres e et f, h(e.f) = max{h(e), h(f)}

v

pour toute expression réguliére e, h(ex) = h(e) + 1
Ecrire une fonction CAML hauteur qui renvoie la hauteur d’étoile d’une expression réguliére (de
type précisé a la section 1.3).

Exercice 51

Montrer que les deux expressions réguliéres suivantes s’interprétent en le méme langage :

(alb) * (a*b) x ax

Exercice 52

Déterminer 'automate de Thompson et de Glushkov associé a I’expression rationnelle a(alb)*a.

Exercice 53

Appliquer ’algorithme d’élimination des états pour déterminer une expression réguliére corres-
pondant au langage reconnu par ’automate suivant

a b b

b

2ofiBc

o1



